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ВВЕДЕНИЕ 
 
Хорошо известно, что кинетика роста популяций 

микроорганизмов отличается недостаточной воспроиз-
водимостью в эксперименте, а макрокинетические за-
висимости – математические модели – низкой адекват-
ностью [1, 2]. Возможными причинами этого могут 
являться: наличие ненаблюдаемых в эксперименте фак-
торов; недостаточно точное измерение начальных ус-
ловий; неполное соответствие физико-химических 
механизмов, используемых в математических моде-
лях, реальным явлениям, что приводит к зависимо-
сти их коэффициентов от различных параметров 
процесса.  

По нашему мнению, одной из важнейших причин, 
обуславливающих низкую воспроизводимость кинети-
ческих экспериментов, является фазовая гетероген-
ность популяции в начальный момент времени [3–6]. 
Этот фактор является практически ненаблюдаемым из-
за сложной технологии определения распределений 
клеток по фазам клеточного цикла. По нашим предва-
рительным данным, не принятие во внимание этого 
фактора может приводить к различиям кинетических 
зависимостей порядка 20–30 % [3–6]. 

Целью данной работы является проведение вычис-
лительных экспериментов, позволяющих выполнить 
оценки существенности влияния фазовой гетерогенно-
сти на кинетику роста популяций прокариот, и необхо-
димость проследить изменения распределений клеток 
по фазам их цикла в процессе роста популяции. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 

 
Для решения указанной проблемы авторами была 

разработана новая математическая модель, учитываю-
щая гетерогенность культуры по фазам клеточного 
цикла [5−8]. Модель построена таким образом, что 
количество клеток, находящихся в каждой из фаз, опи-
сывается отдельным дифференциальным уравнением. 
Данная модель позволяет адекватно описывать различ-
ный характер кинетики роста как асинхронных, так и 
синхронизированных культур эукариотических и про-
кариотических микроорганизмов, оценивать количест- 
 

во клеток, находящихся в каждой из фаз клеточного 
цикла, и среднее время генерации клеток.  

Так, в процессе роста прокариот можно выделить 
либо три, либо две фазы клеточного цикла. Поэтому 
кинетику роста такой популяции можно описать одной 
из следующих систем уравнений: 

a) для случая трех фаз: 
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b) для случая двух фаз: 
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где 
iNk  – коэффициенты пропорциональности при 

изменении численности фазы Ni за счет развития, а 

iNk
~

 – коэффициенты смертности в соответствующей 

фазе; T – продолжительность клеточного цикла (сред- 
нее время генерации). Длительности фаз клеточного 

цикла 
iNt  определяются для каждого случая отдельно. 

Функция ( )τ
τ

i
ttt
N

iN ≤≤−
min  (наименьшее значение функ-

ции Ni (t) на отрезке (t – 
iNt ; t)) показывает количество 

клеток, потенциально готовых перейти в следующую 
фазу клеточного цикла. 

Для решения полученных систем уравнений их не-
обходимо дополнить соответствующими начальными 
условиями: 
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Для случая двух фаз начальные условия аналогич-

ны. Общее количество клеток вычисляется как сумма 
чисел клеток, находящихся в каждой из фаз. 

 
ОБЪЕКТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ  

И ПРОГРАММНОЕ ОБЕСПЕЧЕНИЕ 
 
В качестве объектов моделирования и для иденти-

фикации параметров математической модели исполь- 
 

зовали принципиально отличающиеся кинетики роста 
прокариотических клеток, полученные различными 
авторами: Escherichia coli штамм М-17 (экспоненци-
альный рост) [9], Anabaena sphaerica штамм TB-082 
(отмирание микроорганизмов) [10, рис. 2а], Bacillus 
brevic var. G.-B. (синхронный рост) [11, рис. 5]. Для 
компьютерного моделирования роста микроорганизмов 
и последующей обработки полученных результатов 
использовался комплекс программ, написанных авто-
рами на языке Turbo Pascal 7.0 и в среде Delphi 7 фир-
мы Borland. 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ  

ЭКСПЕРИМЕНТОВ 
 
Первоначально была проведена идентификация па-

раметров модели фазовой гетерогенности прокариот 
для различных объектов [5–7, 9–11] в предположении, 
что количество клеток, находящихся в каждой из фаз в 
начальный момент времени, пропорционально дли-
тельности соответствующей фазы [12–13]. Результаты 
параметрической идентификации приведены в табл. 1, 
а на рис. 1 показано, что модель с указанными значе-
ниями параметров хорошо соответствует эксперимен-
тальным данным, что указывает на ее адекватность. 

На основе разработанной математической модели 
проводили исследование влияния начального распре-
деления клеток по фазам на кинетику роста популяции. 
Важность такого исследования обусловлена необходи-
мостью объяснения низкой воспроизводимости резуль-
татов реальных кинетических экспериментов. 

Полученные значения параметров (табл. 1) исполь-
зовали для моделирования кинетики роста популяций и 
отдельных фаз при случайном начальном распределе-
нии клеток по фазам клеточного цикла. Вычислитель-
ные  эксперименты  проводили,  используя  параметры 

 
Таблица 1 

 
Параметры модели фазовой гетерогенности прокариот [5–7] 

 
№ п/п Объект исследования Модель фазовой гетерогенности* 

1 Культура Escherichia coli штамм М-17 [9] 

kB = 6,32023;   Bk
~

 = 1,41459;   kC = 6,20372;    

Ck
~

 = 0; kD = 5,96332;   Dk
~

 = 0,23422;   

T = 1,00551 ч;   ∆ = 0,8 % 

2 
Культура Anabaena sphaerica штамм TB-082 
[10, рис. 2а] 

kB = 2,00155   Bk
~

 = 0;   kC = 1,7652;    

Ck
~

 = 0; kD = 0,95204;   Dk
~

 = 2,62457;    

T = 3,86793 сут;   ∆ = 4,4 % 

3 
Культура Bacillus brevic var. G.-B.  
[11, рис. 5] 

kB = 0,95769;   Bk
~

 = 0,01348;   kC = 2,74435;  

Ck
~

 = 0,47406;   kD = 1,3178;   Dk
~

 = 0;  

T = 5 ч;   ∆ = 3,5 % 
(расчеты проведены с предположением, что все клетки 
находятся в фазе репликации ДНК)

 

* – 
iNk , 

iNk
~

, T − параметры модели (T – среднее время генерации (продолжительность клеточного цикла));  

∆ – относительная приведенная погрешность. 
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Рис. 1. Описание роста различных микроорганизмов моделью фазовой гетерогенности прокариот (○ − экспериментальные данные 
работ [9−11], непрерывная линия − расчеты по модели) 

 
модели для двух культур – Escherichia coli (экспонен-
циальный рост) и Bacillus brevic var. G.-B. (синхронный 
рост). Для каждой из указанных культур проводили по 
десять тысяч вычислительных экспериментов при раз-
личных начальных распределениях, задаваемых случай-
ным образом. На всем интервале времени роста популяции 
(при шаге 0,01 ч) определяли общее число клеток попу-
ляции, количество клеток в каждой из фаз и относи-
тельные доли каждой фазы. Кинетические кривые во 
всех случаях имели значительный разброс. Границы 
диапазона полученных значений представлены на 
рис. 2, 3 в виде графиков минимальных, максималь-
ных и средних значений количеств клеток в процес-
се роста популяций в текущий момент времени, а в 
табл. 2 приведены средние значения квадратного 
корня из дисперсии.  

Анализ рис. 2, 3 и табл. 2 позволяет сделать сле-
дующие выводы. Среднеквадратичное отклонение ки-

нетических зависимостей для общего числа клеток 
может достигать существенных величин и составляет в 
нашем случае от 16 до 21 %. Принимая во внимание 
тот факт, что невоспроизводимость в реальных кинети-
ческих экспериментах обычно имеет тот же порядок, 
можно предположить, что причиной этого явления 
вполне может быть неучтенное начальное распределе-
ние клеток по фазам – фактор, обычно ненаблюдаемый. 
Необходимо отметить, что для числа клеток, находя-
щихся в различных фазах, величина среднеквадратич-
ного отклонения может быть еще больше и составляет 
от 20 до 30 %.  

Таким образом, мы показали, что при проведении 
реальных кинетических экспериментов в условиях, 
когда не учитывается реальное распределение микро-
организмов по фазам клеточного цикла, исследователи 
не вправе ожидать лучшую воспроизводимость экспе-
риментальных данных, чем 20–30 %.  
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Рис. 2. Вычислительный эксперимент на основании модели фазовой гетерогенности прокариот для культуры Escherichia coli  
(ο – экспериментальные данные работы [9], непрерывная линия − расчеты по модели) 
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Рис. 3. Вычислительный эксперимент на основании модели фазовой гетерогенности прокариот для культуры Bacillus brevic var. G.-
B.  
(ο – экспериментальные данные работы [11], непрерывная линия − расчеты по модели) 

Таблица 2 
 

Средние значения квадратного корня из дисперсии  
для проведенных вычислительных экспериментов, % 
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Escherichia coli штамм  
М-17 [8] 

15,85  17,62  25,33  21,58  28,72  21,16  28,41 

Bacillus brevic var. G.-B. 
[10, рис. 5] 

20,41  19,64  19,71  20,95  20,45  21,16 19,34  

 
 
 
Следующим этапом нашего исследования было 

изучение динамики распределений чисел клеток в мо-
дельном кинетическом эксперименте. Для этого в раз-
личные моменты времени (с шагом в 0,1 ч) были по-
строены гистограммы распределения количества кле-
ток на отрезке [Xmin, Xmax], где X – количество клеток, 
находящихся в фазах B, C, D, или общее число клеток в 
выбранный момент времени. Аналогичные вычисления 
проводили и для долей клеток, находящихся в фазах B, 
C, D в выбранный момент времени. Результаты данных 
вычислительных экспериментов показаны на рис. 4 и 5. 
Из рис. 4 видно, что в процессе роста культуры вид 
этих зависимостей претерпевает значительные измене-
ния. Имеет место тенденция смещения гистограммы в 
сторону больших значений. Никакой периодичности не 
наблюдается. Из рис. 5 видно, что в процессе роста 
синхронной культуры вид этих зависимостей также 
претерпевает значительные изменения. Однако, в отли-
чие от данных рис. 4, имеет место определенная перио-
дичность, выраженная в смене гистограмм с малой и 
значительной дисперсией значений.  

В ходе вычислительных экспериментов нами были 
также получены среднестатистические распределения  
 

клеток по фазам клеточного цикла в различные момен-
ты времени (рис. 6 и 7). Анализ полученных результа-
тов показывает, что для культуры Escherichia coli (экс-
поненциальный рост) распределения (взятые для сред-
них долей клеток в фазах B, C, D) относительно ста-
бильны в течение всего процесса роста популяции (рис. 
6). Для культуры Bacillus brevic var. G.-B. (синхронный 
рост) имеют место два вида распределений (рис. 7), 
которые чередуются, согласно с участками возрастания 
и убывания средних кривых B), D) и F) рис. 3. 

Так как для культуры Bacillus brevic var. G.-B. (син-
хронный рост) для графиков долей фаз (рис. 3 B), D) и 
F)) имеет место периодический характер кривых, нами 
была предпринята попытка аппроксимировать их 
функцией ( ) 4321 sin kkxkky ++⋅⋅=  по методу наи-

меньших квадратов (рис. 8 и табл. 3). При этом полу-
чена хорошая корреляция аппроксимирующих и мо-
дельных кривых. Интересно отметить, что период по-
лученных аппроксимирующих функций отличается от 
продолжительности клеточного цикла, полученного в 
результате идентификации параметров модели в сред-
нем на 19 %. 
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Рис. 4. Изменение распределений относительных чисел клеток кинетических зависимостей, соответствующих экспоненциальному 
росту Escherichia coli во времени. Моменты времени соответствуют: 1 – 0,1; 2 – 0,3; 3 – 1; 4 – 1,9; 5 – 2; 6 – 2,3; 7 – 2,6; 8 – 3,2;  
9 – 3,5; 10 – 4; 11 – 5; 12 – 5,4 ч 
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Рис. 5. Изменение распределений относительных чисел клеток кинетических зависимостей, соответствующих синхронному росту 
Bacillus brevic var. G.-B. во времени. Моменты времени соответствуют: 1 – 0,1; 2 – 4,7; 3 – 5,7; 4 – 6,8; 5 – 8,9; 6 – 10,7; 7 – 12,8;  
8 – 16,1; 9 – 17,6; 10 – 19,1; 11 – 22,4; 12 – 23 ч 
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Рис. 6. Среднестатистические распределения клеток по фазам клеточного цикла в различные моменты времени для культуры 
Escherichia coli штамм М-17 

 

 
Рис. 7. Среднестатистические распределения клеток по фазам клеточного цикла в различные моменты времени для культуры 
Bacillus brevic var. G.-B 
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Рис. 8. Результаты аппроксимации средних кривых долей фаз клеточного цикла функцией ( ) 4321 sin kkxkky ++⋅⋅= . для культуры 

Bacillus brevic var. G.-B 
 
 

Таблица 3 
 

Результаты аппроксимации средних кривых долей фаз клеточного цикла функцией  
( ) 4321 sin kkxkky ++⋅⋅= . для культуры Bacillus brevic var. G.-B 

 
Параметры Фаза B Фаза C Фаза D 

k1 0,168 0,1451 0,817 
k2 1,0579 1,0535 1,0385 
k3 –0,9054 –3,5009 1,404 
k4 0,6221 0,1989 0,1805 
T (период) 5,939 5,964 6,05 
коэффициент корреляции 0,971 0,973 0,935 
 
 

ВЫВОДЫ 
 
Таким образом, в результате проведенных вычис-

лительных экспериментов установлено следующее.  
1. Начальное распределение клеток по фазам кле-

точного цикла существенно влияет на кинетику роста 

популяции. 2. При проведении реальных кинетиче-
ских экспериментов в условиях, когда не учитывается 
реальное распределение микроорганизмов по фазам 
клеточного цикла, исследователи не вправе ожидать 
лучшую воспроизводимость экспериментальных дан-
ных, чем 20–30 %. 3. Для экспоненциального роста 
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популяции среднестатистическое распределение (взя-
тое для средних долей клеток в фазах B, C, D) отно-
сительно стабильно в течение всего процесса роста 
популяции; этот факт позволяет использовать полу-
ченные распределения в качестве базовых в дальней-
ших вычислительных экспериментах. 4. Для син-
хронного роста популяции выявлены два характерных 
вида распределений, связанных с колебаниями долей 
клеток в различных фазах клеточного цикла. 
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